Capitolo Settimo

CALCOLO DIFFERENZIALE
PER LE FUNZIONI DI UNA VARIABILE

§1IL RAPPOR
LA NOZI

Siano dati unafunzionef: E(0 k) — R eun punto xo O E che siadi accumulazione per E.
Vogliamo studiare il comportamento della f nei punti vicini axg. Il modo piu naturale per af-
frontare questo studio e quello di misurare I'incremento dei valori della funzione con l'incre-
mento dellavariabile.

Dato x O E \ {Xg}, S ponga AX := X - Xg, da cui X = Xg + AX. Ci si esprime dicendo che,
passando da Xy ax, si e dato ala variabile indipendente un incremento Ax (# 0). Naturalmente
AX puo anche essere negativo. In corrispondenza all'incremento Ax della variabile indipen-
dente, si trova un incremento dei valori della funzione Af := f(x) - f(Xp) = f(Xg + AX) - f(Xq).
Anche l'incremento Af puo essere negativo; anzi, mentre Ax €, per definizione, diverso da zero,
I'incremento Af pud risultare nullo (si pensi alla funzione seno e ad un incremento Ax = 21).
Come si e detto, interessa misurare Af assumendo come unita di misura Ax.

DEFINIZIONE. Dati unafunzionef: E(0 K) - R eun punto xo O E che sia di accumu-
lazione per E, s chiamarapporto incrementale della f, relativamente al punto iniziale X, lafun-

zione Ry di E\{xo} in R definitada

RA) =5 700

Posto, come sopra, X = Xg + Ax, lafunzione rapporto incrementale assume laforma

f(xo + AX) - f(Xo)
Ax ’

Af
f —— —
R = (BX) =

definita nell'insieme { Ax: Xg + AX O E\ {Xg}}. Spesso, in luogo di Ax, si preferisce usare una
solalettera, per esempio la h, scrivendo la funzione rapporto incrementale nellaforma

Ri () := X0 1) - (X0,

ESEMPI. 1) Consideriamo lafunzione f: R - R definitadaf(x) = mx+ . Si ha

mX +q-Mxo-q_

f —
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Lafunzione rapporto incrementale R)fo(x) e dungue costante. Viceversa, se e R)Io(x) =m, s ot-

tiene subito f(x) = m(x - Xg) + f(Xg). Dunque, le funzioni con rapporto incrementale costante
sono tutte e sole le funzioni del tipo f(X) = mx + Q.

2) Consideriamo lafunzionef: R\ {1} - K deflnltadaf(x)— iz Posto xg = 2, sl ha:
2 2+2
Rf(x)_X‘ 1 2-1_x+2-4x+4_ -3(x-2) _ -3
2\ = X - 2 T (x-D(Xx-2) T (x-D(x-2)"x-1

Il rapporto incremental e ha un'interpretazione geometrica (cfr. I'Es. del § 2 del Cap. 5);
dail coefficiente angolare dellaretta secante (il grafico dellaf) per Po(xo, f(xg)) € P(X, f(X)).

Interpretazione cinematica. Se f(x) esprime |o spazio (orientato) percorso, in dipendenza del
tempo X, da un corpo che st muove di moto rettilineo, il rapporto incrementale da la velocita
media del moto nell'intervallo di tempo [Xg, X].

E oranaturale chiedersi che cosa succede quando |'incremento Ax tende a 0.

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E(0 R) — R eun punto xo O E che siadi ac-
cumulazione per E. Se esiste il limite del rapporto incrementale dellaf, al tendere di x a xo,

guesto e detto laderivata dellaf in Xy ed e indicato con f'(Xp) 0 con %(xo). E dunque

() = S = imy 109 ~10x0),

Posto, come sopra, X - Xg = AX, oppure X - Xg = h, si ha anche

f(xo + AX) - f(x0) _ lim f(xo + f;]) - f(x0)

F(x0) := Aimy, A ho

Seil limite del rapporto incrementale dellaf, al tendere di x axg, esiste ed é finito, ossia se &
f'(xg) O R, s dicechelaf éderivabilein xg.

Dunque I'espressione "f e derivabilein Xp" haun significato diverso da"esiste f'(xg)".
ESEMPI. 3) Seef(x) =mx + g, s haf'(xg) = m. Laf & derivabile in xp, per ogni xo 0 K.

4) Se e f(x) = +12, s haf'(2) =-3. Laf e dunque derivabilein xg = 2.

5) Consideriamo lafunzionef: R - R definitadaf(x) :ii/x. Si ha

f(x) f(O) i Ix -
=m0 =im,
%7x2

+o00,

f'(0) = |II‘Tb

Esiste dunque f'(0) = + o, malaf non & derivabile in 0.

1
6) Consideriamo lafunzionef: R — R definitadaf(x) = @;S'”x’ seex#0 ogaxg=

seex =20
0.Si ha
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f(x) - f(0) _*SNx_ 1
-0 T x 9y

che non halimite per x - 0. Laf non hadungue derivatain O, néfinita, né infinita.

7) Consideriamo lafunzionef: R - R definitadaf(x) = |x|, ancoracon xg = 0. S ha

f(x) - 1(0) _

x -0 X

Anche in questo caso, il rapporto incrementale non halimite per x —» 0. Questa volta pero esi-
stono i limiti per x - 0-(=-1) eper x - 0* (=1).

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E(0 R) — R eun punto X O E che siadi ac-
cumulazione per E. Se esiste il limite del rapporto incrementale dellaf, al tenderedi x axg [a
x3] questo & detto laderivata sinistre [destra] dellaf in xg ed @indicato con f'(xg) [f'(x3)].

Nel caso dellafunzione dell'Esempio 7, si hadunquef'(0-) =-1ef'(0%) = 1.
ESEMPI. 8) Consideriamo lafunzionef: R — R definitada

1 \
B B(Slni, seex >0
, seex<0

esiaxp=0. S haf'(0-) = 0, mentre sappiamo che non esiste f'(0%).

9) Consideriamo lafunzionef: R* 0 {0} - R definitadaf(x) =Vx. Si ha, come subito si
vede, f'(0) = f'(0*) = +o0, mentre non ha ovviamente senso ricercare laderivatasinistrain 0.

TEOREMA 1. Sano dati una funzione f: E(0 k) - R e un punto X O E che sia di
accumulazione per E. Selaf éderivabilein Xg, allora f € continua in tale punto.

DIM. Dobbiamo provare cheéXIirQ (f(x) - f(xg)) = 0. Oras ha
- A0

£(x) - f(xo) —M (X - Xo).

f(x) - f(xo)

Dacio s ricava immediatamente la tesi, dato che, per ipotes, il rapportei ha un
limitefinito. O
N.B. Non sussiste I'implicazione opposta di questo Teore.

Inoltre, dal fatto che laf hain un punto Xy del suo dominio derivatainfinita, nullasi pud de-
durre circala sua continuitain xo.

ESEMPI. 10) Lafunzionef: R - R definitadaf(x) = x| € continuain O ma, come si € vi-
sto, non éivi derivabile.

11) Lafunzionef: R - R definitadaf(x) = %/x hain O derivatainfinitaed eivi continua
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x|

12) Lafunzionef: R — R definitadaf(x) = %( seex# 0

non € continuain O, mas ha
, seex=0

(0) = Jim, "8 = iy B < v

Si e giadetto che, da un punto di vista geometrico, il rapporto incrementale Rxfo(x) dail
coefficiente angolare della retta secante r(x) per Po(Xo, f(Xg)) € P(X, f(X)). Esso e dunque latan-

gente dell'angolo acuto a(x) = sF/%r che lar forma con la retta s passante per Pg e paralela
al'asse delle ascisse. Qual el significato della derivata?
Supponiamo dungue che una funzione f sia derivabile in un punto Xy del suo dominio. Sia

poi (3 I'angolo sl5\ot che larettat passante per Py e di coefficiente angolare f'(xp) forma con la
rettas. Oras ha

tgB - tga(x) _ f'(X0) - Ry (X)
1+1gBtga(x) 1+ f'(x0) Rx) X%

tg(B - ax) = 0.

Ne viene che |'angolo r(xs\Pot tende a 0. Cio s esprime dicendo che la retta secante r(x) tende
alarettat che, come é ben noto, viene dettatangente a grafico dellaf nel punto Pg. Si potrebbe
provare che sussiste anche |'implicazione opposta, cioé che se esiste latangente al grafico della
f nel punto Py e questa non € parallela all'asse delle ordinate, aloralaf e derivabilein xg el

coefficiente angolare della retta tangente € dato da f'(Xg).

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: E(0 R) — R. Selaf e derivabilein ogni punto
X O E, s dicechelaf ederivabile in E. Associando ad ogni x O E il valoref'(x), si definisce

unanuovafunzionef': E(0 R) —» R che e dettalafunzione derivata.

Puo naturalmente accadere che laf non sia derivabile in tutto E, ma solo in un sottoinsieme

E' di E. S otterra dunque unafunzione f'= D(f) = gf( EOR) - R.

Per esempio, se si parte dallafunzionef: R — R definitadaf(x) = ||, si ottiene una fun-
zione derivataf': R\ {0} - R.

DEFINIZIONE. Siadata unafunzione f: E(0 R) - R derivabilein E. Se anche la fun-
zionef' éderivabilein E, la sua derivata & detta derivata seconda della f e si indicacon f*. Se
anche f" & derivabile, si ottiene la derivata terza f''. Sef"' € derivabile, si ottiene |la derivata

quartta f(4), e cosi via. Laderivatan - ima s indica con f(n).

ESEMPIO. 13) Consideriamo la funzione f: R — R definita da f(x) = x2. Essendo (cfr.

2 _ %2 2
anche Cap. 5, § 2), (X+2) X thr:'h =2Xx+h > 2%, per h - 0, s ottiene che e
f'(x) = 2x. Ma allora, per quanto visto piti su, & f"(x) = 2, f*'(x) = ... = f(N(x) = 0.

DEFINIZIONE. Sial unintervallodi R. Unafunzione continuaf: | — R édettadi classe

COinl. Unafunzionef: | — R edettadi classe Clin| se e derivabilein | con derivata

continug; f e detta di classe C" [C>] in| seen volte derivabilein | elasuaderivatan - imae
continua [se e infinite volte derivabilein |, ossia se ammette in | le derivate di tutti gli ordini].

L'insieme delle funzioni di classe C" [C>] in| s indicacon CN (1)[C=(1)].
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8§ 2 REGOLE DI DERIVAZIONE

Derivata della somma e del prodotto

TEOREMA 2. Sano date due funzioni f,g: E(0 R) —» R derivabili in un punto xo 0 E
esacunnumeroreale Allora:

1) La funzione cf e derivabile in xg e si ha D(cf)(Xg) = cf' (o).
2) Lafunzione f + g € derivabilein xg e si ha D(f + g)(Xo) = f'(X0) + g'(X0)-
3) La funzione fg & derivabile in xg e si ha D(f g)(Xg) = f'(X0)g(Xo) + f(X0)g'(Xo).

DIM. 1) Si ha ¢Hx) - iZ(XO) =1 I((OXO) ~ ¢f'(%o).
2) Si ha
(f(x) + g(x)))( - (;(OXO) + g(xo)) _ f(>)<() - I(((;(o) 4 9(>)<() 3(())(0) L (%) + 9'(Xo0).

3) S ha f(x)a(x) - f(x0)a(x0) _ fF(X)a(x) - f(X0)9(x) + f(x0)9(X) - f(X0)a(x0) _
X - Xo X - Xp

= 1092 100) g0 + 100) 950 999 . £ x0)g000) + (000" ().

Le affermazioni (1) e (2) del Teor. 2 dicono che La combinazione lineare di funzioni deri-
vabili e derivabile e la sua derivata € la combinazione lineare delle derivate con gli stessi coeffi-
cienti.

Naturalmente, questi risultati s estendono allasommae a prodotto di piu di due funzioni:

D(f + g+ h)(xo) =f'(x0) + 9'(X0) + h'(x0);
D(f g h)(xo) = f'(x0)g(X0)(x0) + f(X0)g'(Xo)h(X0) + f(X0)g(X0)h'(X0)-

Derivata della reciproca e del quoziente

TEOREMA 3. Sano date due funzioni f,g: E(0 R) — R derivabili in un punto xo O E,
con g(Xg) # 0. Allora:

1) La funzione = & derivabilein x e si ha D(é)(xo) = _9(x)

g 92(x0)’
2) La funzi one; & derivabileinxp es ha D(;)(xo) -1 '(XO)g(XS)Z(;(S'(XO)f(XO).

DIM. 1) Lag é continuain Xg ed € g(xg) # O; quindi, per il Teorema della permanenza del
segno, esiste un intorno di questo punto in cui € g(x) # 0. Orasi ha:
11
9(x)  9(x0) _ . 9(X) - 9(x0) -9'(X0)

X-Xo  9(X)g(xo)(X-X0) T gi(Xo)"

2) Tenuto conto del risultato precedente e di quello sulladerivata del prodotto, s ha:
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Derivata della funzione composta

TEOREMA 4. Sano date due funzioni componibili f: E(0 R) - E'(0 R) e

g-E(@R) - R.Sanopoi xg OE, ug=f(xg) 0 E'. Selaféderivabilein xg elag e deri-
vabile in ug, allora la funzione composta g  f & derivabile in xp e si ha (g © f)'(xg)=
g'(uo) f'(Xo).

DIM. Poniamo y = g(u). Il rapporto incremental e della funzione composta puo essere scritto

nellaforma ﬁy Laprimaideaé quelladi scrivere
X
) By _ By Bu
Ax  AuAX

Questa uguaglianza ha senso solo se & Ax # 0 # Au. Sappiamo che &€ Ax # 0, ma pu0 ben acca

dere che, assegnato Ax (# 0), si ottenga Au = O; in questo caso, il primo fattore del secondo
membro della (*) non ha senso. D'altra parte, sappiamo che la funzione g e derivabile in up;

: . C . Ay .
possiamo percio prolungare per conti nunalafunzmneA— nel punto 0 assegnandole il valore
u

g'(up). Lavaliditadella (*) sussiste oraanche se € Au = 0, dato chein tal caso € anche Ay = 0.

A gquesto punto i giochi sono fatti. In vero, da Ax — 0 segue Au — O, per la continuitadellaf;
inoltre, per il Teoremasul limite delle funzioni composte (Cap. 5, Teor. 16), s ha

. Ay(Au) o
AQTOT(AX)_ A, Au

D _ . 0

ESEMPIO. 1) Lafunzioneg: R - R definitadag(x) = |x| € derivabilein & \ {0} es ha

g'(x) = l))i—l = % Siaoradataunafunzionef: E(O K) —» K. Dal Teorema precedente si deduce

che:
Sef é derivabile in un punto Xg O E, con f(xg) # 0O, allora e derivabile in xg anche la fun-

zione [f| e s ha: D(If)(%o) :!f((xx(()’g' f'(Xo)-

(Si tenga presente che in un punto xo O E in cui e f(Xg) = 0 lafunzione |f| &€ derivabile se e
solo seef'(xg) = 0.)
Sef é derivabile in un punto ug 0 E\ {0}, con ug > 0, e se € |Xg| = U, con xg O E, dlorala

funzione f(Jx]) & derivabile in x, € la derivata & data daf'(ug) 'j:g'.

Derivata della funzione inversa

Sussiste il seguente Teorema del quale omettiamo la dimostrazione.

TEOREMA 5. Sano | unintervallo, f: 1 — R una funzione strettamente monotona e ¢
la funzione inversa della f. Sano poi o un punto di | e yg = f(Xg).

1)Selafederivabilein xg ed ef'(xp) Z 0, allorala ¢ € derivabile in yg e s ha ¢'(yo)
_ 1
— (o)

2) Selafederivabilein xged ef'(xg) =0, allorasi ha ¢'(yg) = . [
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I risultato di questo Teoremanon € quanto di meglio s possadesiderare; infatti afferma

che"la derivata della ¢ in un punto y € data da 1 fratto la derivata della f calcolata in un altro
punto X". La cosa funziona bene se siamo capaci di esprimere x in funzionedi y.

ESEMPIO. 2) Sappiamo (Esempio 1, 81) che la funzione f(x) = x2 & derivabile e che la
suaderivata e data daf'(x) = 2x. Ristrettalafunzione f agli x = 0, vogliamo determinare la de-

rivatadellafunzioneinversad(y) = Vy. Per il Teorema precedente, si ha:

1 _1_1
D(x?) ~ 2x " 2yy’

D(y) = seey>0; ¢'(0) =+ co.

3) Consideriamo lafunzione f: R - R definitadaf(x) = x> + x + 1. Essa € monotona cre-
scente e derivabile in R. Scopriremo presto che la sua derivata & datadaf'(x) = 5x4 + 1. Per il
Teorema precedente, lafunzioneinversa é derivabilees had'(y) = 5)(471+1 con x = ¢(y) o,

se piu piace, y = f(X). Ma, seey = 17, chi sara x? Bisognerebbe saper risolvere |'equazione
X+ x+1=17...

§ 3.DERIVATE DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

Vediamo orain che misurale funzioni elementari sono derivabili e di stabilire le derivate
delle singole funzioni, ottenendo la tabellariportata a pg. 133.

Derivata di x" edi %x

Si constata immediatamente che una funzione costante € derivabile su tutto R e chelasua
derivata e lafunzione nulla

Abbiamo altresi visto che anche le funzioni x e x2 sono derivabili su tutto R e che le loro de-
rivate sono, rispettivamente, 1 e 2x.

Cerchiamo ora, piu in generae, laderivatadellafunzione x", conn= 2. Si ha

n . yn
X X0:
X - Xp

] ; - 3y2 n-1
XN-1 4+ xn-2x, +xN-3xg + ...+ xP L

II rapporto incrementale & dunque dato dalla sommadi n addendi ciascuno dei quali, per la con-
tinuita dellafunzione potenza, tende axt - L.

Si hadunqgue, per ogni x 0 K: \D(x”) = nxn- 1.\

Passiamo alla derivata della funzione radice n - ima. Generalizzando quanto visto piu su,
poniamoy = ¢(X) = J\J/x, dacui x =y". Si ottiene subito ¢'(0) = +oo einoltre:

1 _ 1 _ 1

DM nyn-1 g
nyxnh-1

, per x > 0 (anche per x < 0 se n e dispari).

Lafunzione radice & dungue derivabile per x > 0 (anche per x <0 sen edispari) es ha
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Derivate delle funzioni circolari e delle loro inverse
Cerchiamo laderivatadel seno. S ha:

lim Sinx - sinXg _
X->Xg X -Xg = X-Xo X - Xg

X+ Xg . X-Xo_
COSTSH'}T—

. 2 . X=X
= cosxo lim L= sin” 0 = cosxo.

Si hadunque, per ogni xO R: | D(sinx) = cosx.|

Si tenga ben presente che per calcolare la derivata di sinx si € sfruttato il limite notevole

)!irrb S'Xﬂ =1, che deve dunque essere calcolato senzafar uso delle derivate.

Laderivatadel coseno s puo calcolare in modo analogo, masi pud anche osservare che &

D(cosx) = D(sin(172 - X)) = —cos(1/2 - X) = —sinx.

Si hadunque, per ogni x 0 R: | D(cosx) = —sinx.|

Per latangente, s ha che, per ogni x reale diverso da 1v2 + Krt, risulta

i 2 in2
CfINX_ COS°X + sIn“X _ 1 = 1+ tgPx,

D(tgx) = DD;OSXD_ COS2X T cos2x

E dunque; D(tgx) = 1 + tg2x.

COS2X

Si vede analogamente che, per ogni x reale diverso dakrte

D(ctgx) = —

= =_1 - 2
Sn2x 1 — ctg=x.

Venendo alle derivate delle funzioni inverse, cominciamo dall'arcoseno, Sia dunque x =
siny, cony O [-1U2, 02], e quindi y = ¢(X) = arcsinx, con x O [-1, 1]. Per la(2) del Teor. 5,
s haintanto ¢'(-1) = ¢'(1) = +c0. Tenuto poi conto che, pery 0 ]-102, /2], € cosy > 0, si ha

1 _ 1 _ 1
Oy V1-sinzy VI-x2

. 1
D(arcsinx) = D(siny) =

1
V1 - x2-

E dunque, per -1 < x< 1 D(arcsinx) =

In modo analogo, si trova la derivata dell'arcocoseno. Posto x = cosy, cony 0 [0, 1], ey =
cosx, con x 0 [-1, 1] e tenuto conto che, per y 0 ]0, 1, €siny > 0, si ha, per x 0 ]-1, 1[:
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1
V1 - x2'

D(arccosx) = -

, : . LS ,
Il risultato non deve stupire, dato che e arccosx = 5 - arcsinx.

Per |'arcotangente le cose sono ancora piu facili. Siano x = tgy, cony 0 |-1/2, /2], e
quindi y = arctgx, conx 0 R. S ha

_ 1 _ 1 _ 1
D(arctgx) = D(tgy) = 1+ tg2y 1 + x2'
E dunque, per ogni x 0 R: D(arctgx) = 1+71x2
Anaogamente s ottiene: D(arcctgx) = ﬁ

Derivata dell'esponenziale, del logaritmo e della funzione x9

S ha
cooexth_ex . eh_1_
fim, & e im, S = e

E dunque, per ogni x 0 R: D(eX) = eX.
eh

Anchein questo caso s e sfruttato il limite notevole r!imoT_l =1, che deve dunque essere

calcolato senzafar uso delle derivate.
Essendo poi ax = exloga, g ottiene

\D(ax) = aXIoga.\

Veniamo alla derivata del logaritmo. Posto y = logx, con x> 0, dacui x =&Y, s ha

D(logx) = D(g,) =5 %

Essendo poi logax = :g:g;, S ottiene:

D(logx) = D(I0gax) =

1
x loga’

Consideriamo, in fine, lafunzione f(x) = x&, cona O R ex>0. Si ha

D(x®) = D(ex l0gx) =%e0( logx =%X0‘ —qaxa-1,

E dunque D(x%) = axd -1,
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N.B. Non ci s lasci prendere lamano dall'euforiae si tenga ben presente che laderivata di
eXnon exex-1

_ . . ) 1 1
ESEMPI. 1) Si haa  D(eShX) = eSNXcosx; D(arcsin(vx - 1)) = —
v1- (VX - 1)2 2/ x
X

D(xX) = D(ex109X) = xX(logx + 1);  D(XxVarcsinx) = varcsinx +

ovarcsinxy 1 - x2°
D(xeXsinx) = eXsinx + xeXsinx + xeXcosx;  D(e®) = efeX,
logx log(x + 1)

_poog(x+ ) x + 1° X _
D(logX(X + 1)) DD |ng ] |092X ’
el/X(x2 - 1)
5 elix  ~ X2 - 2xel/x _elx(2x3 + x2 - 1)
G2 -9~ (x2 - 1)2 T x2(x2-1)2

B@sin%, seex #0

: seéx=0
Cerchiamone la derivata. Si ha subito f'(0) = 0. Per x 2 0, si ha:

2) Consideriamo lafunzionef: R — R definitadaf(x) =

, 1 1,1 .1 1
f'(x) = 2xsm§ + xzcosi (_ﬁ) = 2xsm§- cosy.

Si vede subito che non esisteil )!ir% f'(x). Dunque la nostraf € di classe CO su R, ma, pur es-

sendo derivabile, non édi classe CL.
Per avere un esempio di funzione di classe C", manon di classe CN * 1, basta considerare la

.1 .
2n+ 2gin &
funzionef: R - R definitadaf(x) = g n*2sin x Seex# B . (Esercizio!)
: seéex=0

Relazione fra i coefficienti di un polinomio e le sue derivate
Consideriamo un polinomio P(x) di grado n> O:
Q) P(X) =bpx" + bp - XN 1+ by oxN-2+ .. + byx + by.

Fissiamo un punto xg. Se interessa studiare la funzione razionale intera rappresentata da P(x) in
vicinanza del punto xg, € piu comodo esprimerlanellavariabile x - X anziché nella variabile x.

Inoltre dato che un addendo del tipo an(x - Xg)™ € infinitesimo di ordine n per x che tende a o,
conviene ordinare i monomi in ordine crescente rispetto al grado, cioe a contrario di quanto si
fadi solito. S ottiene dunque la scrittura

) P(X) = ag + a1(X - Xp) + ax(X - Xg)2 + ... + an(x - x)".

Come s faapassare dalaforma (1) allaforma (2)? Il procedimento piu naturale € analogo a
quello che s usanel cambiamento di base dei numeri naturali: si fanno successive divisioni per
X - Xo. Chiariamo con un esempio.

ESEMPIO. 3) Siha x3+3x2-2x+1=3+ (X2 +4x+2)(x-1) =

=3+(7+XxX+5X-1))(x-1)=3+7(x-1)+(6+(x-1)(x-1)2=
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=3+ 7(x-1)+6(x-1)2+(x-1)3.
Consideriamo un polinomio P(x) e calcoliamone le derivate. Si ha
P(X) = ag + ay(X - Xg) + @x(X - X0)? + a3(X - Xg)3 + ... + an(x - X)™;
P'(X) = ag + 2a(X - Xo) + 3a3(X - X0)? + ... + nan(x - X)" - 1;
P"(X) = 1-2a, + 2:3a3(X - Xg) + 3-4ay(X - Xg)2 + ... + (N - Dnan(x - Xg)" - 2;

P(N-1(x) =1-2:3...(n - Dan -1 + 2-3...(n - Dnan(X - Xg);
P()(x) = nlap,

S ottiene:

P(x0) = ao; P'(X0) =a1; P"(X0) =2ap; ...; PM-D(xg) = (n-1)!an-1; PM(x0) = nlapn.

E dunque, per ogni intero k, con0< k< n, \ P(K(xq) = klak

K
ossa ay = P f((!XO). *)

Dacio s ricava, fral'dtro, il seguente

TEOREMA 6. Fissati un punto xo 0 R en+ 1 numeri reali ng, Ny, ..., Nn, €siste uno
ed un solo polinomio di grado formale n che soddisfa alle seguenti condizioni (inizali)

P(X0) =Nno; P'(X0) =N1; -..; PM(x0) =N

DIM. Dallavaliditadella (*), s haintanto I'unicita. Per |'esistenza, basta osservare che un
polinomio chefaal caso e

P(X) = Mo+ Na(X - X0) + 22X~ X0)? + ... + 11(x - x)". O

ESEMPIO. 4) Si ricerchi un polinomio di grado < 4 che soddisfi alle condizioni:
P(1)=2, P(1)=0; P'(1)=-1; P"(1) =4, P@(1)=1
[l polinomio cercato € dato da

P =2+ 5(x- 12+ G- 1)3 + 5g(x - 1)%.

A questo punto, passere dallaforma (1) alaforma (2) € molto piu facile, essendo immediato
il cacolo delle derivate di un polinomio.

ESEMPIO. 5) Si vogliaesprimere il polinomio P(x) = x3 + 3x2 - 2x + 1 mediante potenze
di x - 2. Invece di procedere come nell'Esempio 3, basta osservare che €é:
P(2) = 17; P'(2) =22; P"(2) = 18; P"'(2) = 6.
S ottiene:
P(X) = 17 + 22(x - 2) + 9(x - 2)2 + (x - 2)3.
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84 LE FUNZIONI IPERBOLICHE

Anche le seguenti funzioni elementari di R in R, dette funzioni iperboliche, sono di notevole
importanza:

- e X

il seno iperbolico sinhx = shx =& &,

X —X
il coseno iperbolico coshx = Chx := %;

X . @—X
latangente iperbolica tghx = Thx := CS:hh>)<( = SX N ee_x;
. . _ _Chx_ 1 _eX+eX

la cotangente iperbolica ctghx = Cthx = qp v = Thx = X - eX -

Il coseno iperbolico & una funzione pari mentre le atre tre sono funzioni dispari. Il seno eil
coseno iperbolici hanno, per x — +co, un comportamento asintotico a quello dellafunzi one%ex,

: . 1. 10—
nel senso che s haxllrpoo(th - éex) = xllrllo(ChX - éex) =0.

Sussiste la seguente identita fondamentale di immediata verifica:

'Ch2x - Sh2x = 1.

Da guesto fatto si deduce che il luogo geometrico dei punti P(Chx, Shx) é dato dal ramo di
iperbole equilateradi equazione X2 - Y2=1, X > 0. Cio spiegail nome di funzioni iperboliche.
| nomi di tangente e cotangente derivano dall'analogia con le funzioni circolari.

Le funzioni iperboliche sono ovviamente continue. Esse sono anche derivabili; Infatti, come
S constataimmediatamente, S ha:

'D(Chx) = Shx|, |D(Shx) = Chx|,
D(ThX) = == = 1- Th2x, |D(Cthx) = — == =1 - Cth?
( X)_Chzx_ - X/, (tx)__ShZX_ - Cth2x]|.

X
Posto y = Shx :ex% , S ottiene

eX-1=2ye;, eX-2yeX-1=0; eX=y+Vy2 + 1.

Dovendo essere X > 0, nell'ultima uguaglianza va preso il segno '+'. Dunque la funzione Shx
e invertibile. La sua funzione inversa e detta arcoseno iperbolico ed e indicata con arcsinh. E
dunque:

arcsinhx := log(x + Vx2 + 1).‘

La funzione Chx, essendo pari, non € invertibile. Restringiamola agli x = 0. Procedendo
X
come sopra, day = Chx :ex% ,si ottieneeX =y +/y2 - 1. Dovendo ora essere eX > 1,
s ottiene facilmente che nell'ultima uguaglianza va ancora preso il segno '+'. Dungque anche la
restrizione dellafunzione Chx agli x = 0 e invertibile. La sua funzione inversa e detta arcoco-
seno iperbolico ed € indicata con arccosh. E dunque:

arccoshx := log(x + Vx2 - 1).
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Anche la funzione Thx e invertibile. | soliti conti conducono infatti all'uguaglianza e2x =

1+7y, dacui s ottiene immediatamente |'espressione della funzione arcotangente iperbolica. S

1-y
ha

tghx := Slogr X
arctg X.—zogﬁ.

S vede poi immediatamente che anche le funzioni inverse ora definite sono derivabili e s ha,

per esempio:

Darcsnhx) =~ (
X+ Vx2+ 1

In conclusione, s ottiene:

2X

1

1+

WxZ+1 VxZ+ 1

D(arcsinhx) = - , | D(arccoshx) = L , |D(arctghx) = ! 5
Vx2 + 1 Vx2 - 1 1-X
Tavola riassuntiva delle derivate
f(x) f'(x) f(x) f'(x)
C 0 Xa axoe - 1
sinx COSX COSX —sinx
tgx 1+tg2x = L ctgx —-1-ctg?x = 1
COS2X sin2x
. 1 -1
arcsinx arccosx
V1 - x2 V1 - x2
1 -1
arctgx 1+ 2 arcctgx 1+ 2
eX ex ax aXloga
| 1 | 1
0gXx N 0QaX xloga
Shx Chx Chx Shx
Thx 1-Thx= - Cthx 1-Cthx= %
Ch2x Sh2x
arcsinhx 1 arccoshx 1
V1 + x2 Vx2 - 1
1 1
arctghx 1-x2 arcctghx x2 - 1
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8§ 5, APPROSSIMANTE LINEARE

DEFINIZIONE. Siano dati una funzione f: E(0 R) - R e un punto Xg interno ad E. Si
definisce approssimante lineare della f relativamente ad xg (0 in Xg) unafunzione lineare (ossia

razionaleinteradi grado < 1) f(X) = m(x - Xg) + ¢, che soddisfi alle due seguenti condizioni:
1) f(xo) = f(x0);

2) lim f(x) - f(x) f(x)
X - Xg X - Xo
Selaf ammette approssmante linearein xg, S dice che essa e differenziabile in xy. Laforma
lineare (= polinomio omogeneo di grado < 1) m(x - Xg) € detta differenziale della f in Xo.

La(2), che pud essere espressa mediante |'uguaglianza
f(x) = f(x) + €(X)(X - Xg), con XILrQO e(x) =0
dice cheladifferenzaf(x) - f(x) € un infinitesimo di ordine maggioredi 1 per x — Xo.

TEOREMA 7. Una funzione f: E(0 R) -» R ammette approssimante lineare in un
punto Xg interno ad E se e solo sef é derivabilein xg e s ha

() = F'(x0) (X - X0) + f(x0).

DIM. Selaf e derivabile in xq, ha senso considerare lafunzione razionale f definitada f(x)

= f'(Xg)(X - Xg) + f(Xp). Proviamo che questa funzione soddisfa alle condizioni (1) e (2) ed ha
quindi il diritto di essere chiamata approssimante lineare dellaf in xg. In effetti si vede subito

che & f(xg) = f(xg). Inoltre si ha:

i 10T iy 100 -1000) = £ 00200y (00 00050

X-Xg X - x_>x0 X - Xo quoD X - Xpo

Per provare il viceversa, supponiamo che laf ammetta in xg approssimante lineare f(x) =
m(X - Xg) + g. Dalla (1) s haimmediatamente q = f(xg). Dalla(2) s ottiene

0= 1im 0009 _ | 9 - F(xo) - m(x - x0) _ i (f(¥) - Fxa) 1

xaxo X - Xp xaxo X - Xp X-Xg [] X - Xg 0

dacui Xlin;( f(x) f(XO) =m. Cio significachelaf & derivabilein xg che éf'(xg) = m. [
- A0

Si hain particolare che, se esiste I'approssimante lineare, e unico.
L 'approssimante lineare di una funzione f in un punto xg del suo dominio &, per definizione,
lafunzione lineare che meglio approssimalafin unintorno di xo.

ESEMPIO. 1) Qual € laretta che meglio approssima la funzione esponenziale f(x) = eXin
un intorno del punto 2? Questa e, per definizione, |'approssimante lineare della f relativamente

al punto 2, cioe lafunzione f(x) = €(x - 2) + €2.

Da un punto di vista geometrico, I'approssimante lineare € la retta tangente di cui abbiamo
parlato nel 8§ 1, ma qui la cosa é vista con un'altra ottica e sara il punto di partenza per un di-
scorso piu generale che affronteremo nel 88.
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§ 6.PROPRIETA LOCALI DEL PRIMO ORDINE

Sono dati unafunzionef: E(0 R) - R eun punto xg O E di accumulazione per E. Come di-
cevamo al'inizio, vogliamo studiare il comportamento dellaf nel punti vicini aXg, sfruttando le
nozioni di rapporto incrementale e di derivata. Le prime informazioni le possiamo giaricavare
dal segno del rapporto incrementale dellaf. In vero, affermare che il rapporto incrementale e

positivo [negativo] significa dire che gli incrementi Af e Ax hanno o stesso segno [hanno se-
gno Opposto].

Ma il fatto che la funzione rapporto incrementale abbia sempre |0 stesso segno € una cosa
abbastanza rara. Consideriamo, per esempio, lafunzione seno, con X = 0. Si vede subito cheiil
rapporto incrementale, che € dato dall'espressi one% non ha segno costante. Se pero ridu-
ciamo le nostre pretese ai punti dell'intervallo ]-1t, Tf privato dello O, si scopre che effettiva
mente il rapporto incrementale € sempre positivo.

Cio ci induce, passando a caso generale, a richiedere che certe proprieta della funzione,
quali appunto quelladi avereil rapporto incrementale di segno costante, siano soddisfatte non
per tutti gli x 0 E \ {Xg}, ma soltanto per quelli appartenenti ad un opportuno intorno di Xo.
Esprimeremo questo fatto dicendo che quelle che stiamo studiando sono proprieta locali delle
funzioni.

DEFINIZIONE. Sono dati unafunzionef: E(0 k) — R eun punto xy O E.

Si dice chelaf e crescentein xg se esiste un intorno U di X tale che, per ogni x 0 U n E, s
hache

da x < xg segue f(x) < f(xp) e dax > xg segue f(x) > f(Xg).

Si dice chelaf édecrescentein xg se esiste un intorno U di xg tale che, per ogni x 0 U n E,
s hache

da x < xg segue f(x) > f(xg) e dax > xg segue f(x) < f(xp).

Si dice che xg € punto di massimo (relativo) per laf se esiste un intorno U di xg tale che da
xOU n E\{Xg} s haf(x) <f(xp).

Si dice che Xg € punto di minimo (relativo) per laf se esiste un intorno U di Xp tale che da
xOU n E\{Xg} s haf(x)>f(xp).

Si dice che Xg € punto di massimo [minimo] (relativo) in senso debole per laf se esiste un
intorno U di xg talechedax O U n E\{Xgp} s haf(x) < f(xg) [f(X) = f(Xg)].

x|

ESEMPI. 1) Lafunzione f: R — R definita daf(x) = ét))( X,seex#0

€ crescente
seex =20
in 0, dato che si haf(x) <0=f(0) per-1<x<0ef(x) >0=1f(0) per 0<x< 1. Ecid anche se
lafunzioneristrettaagli x < 0 [agli x > 0] € decrescente.
.1 \
2) Si consideri lafunzionef: R — R definitadaf(x) = agnx’ seex#0 \dpuntoOla
, seex =20
B%%Zi Ione non & né crescente né decrescente e non ha né massimo Né minimo, NemMmeNo in Senso
ole.

3) Unafunzione costante definita su un intervallo non € né crescente né decrescente in alcun
punto e non ha né punti di massimo relativo né punti di minimo relativo; ogni punto del dominio
e sadi massimo relativo in senso debole che di minimo relativo in senso debole.

Analogamente, per lafunzionedi R in R chevaelseéxnO @) eOseexO @, ognix0 Qe
di massimo relativo in senso debole e ogni x O € € di minimo relativo in senso debole.
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4) Consideriamo ancora lafunzione seno. Tutti i punti del tipo 172 + 2kt sono di massimo
relativo; tutti i punti del tipo — 172 + 2krt sono di minimo relativo; lafunzione é crescente, per
esempio, in ogni punto del tipo 2kt o del tipo 174 + 2kit, mentre € decrescente in ogni punto
del tipo 3174 + 2kt

E immediato constatare che se una funzione € monotona crescente [decrescente], alora e cre-
scente [decrescente] in ogni punto del suo dominio. La funzione tgx mostra che non sussiste
I'implicazione opposta. Infatti essa & come subito si vede, crescente in ogni punto del suo do-
minio ma, essendo periodica, non & monotona

E anche interessante osservare che una funzione pio essere continua e crescente in un punto
Xo del suo dominio senza che, per questo, risulti monotona in tutto un intorno di Xp, come mo-
strail seguente esempio.

ESEMPIO. 5) Consideriamo lafunzionef: K - R definitada

.1 <
) = gl?x+xsmx, seéx# 0

, seex =20

Essa e crescente in 0. Si vede poi facilmente che non esiste nessun intorno dello O in cui laf é
monotona crescente.

A taleeriguardo sussiste il seguente risultato del quale omettiamo la dimostrazione.

TEOREMA 8. Seunafunzionef: (0 R) - R e crescente [decrescente] in ogni punto
di unintervallo |, allora essa € monotona crescente [decrescente] in . [

E di estremaimportanzail seguente

TEOREMA 9. 1) Seuna funzione f: E(O0 R) —» K hain un punto Xy O E derivata po-
sitiva (finita 0 no), alloralaf & crescente in xg.

2) Seunafunzionef: E(0 R) —» R hainun punto Xo O E derivata negativa (finita o no),
alloralaf édecrescentein xo.

3) Seunafunzionef: E(0 R) - R écrescentein un punto X O E ed esiste f'(Xp), allora
s ha f'(xg) = 0.

4) Se una funzione f: E(O0 R) - R & decrescente in un punto Xo O E ed esiste f'(Xg),
alloras haf'(xg) <0.

DIM. 1) Siadunque f'(xg) > 0. Cio significa cheéXILm f(x) f((:(o) > 0. Per il Teorema

della permanenza del segno, esiste un intorno di Xg in cui Iafun2| one rapporto incrementale e
positiva. Laf e dunque crescentein Xp. La (2) s provain modo perfettamente anal ogo.

3) Sefosse f'(Xp) <0, laf sarebbe decrescente in xo; dato che cid non puo essere, si deduce
cheéef'(xg) = 0. La(4) s provain modo perfettamente analogo alla (3). [

N.B. Puo accadere che laf sia crescente [decrescente] in xg O E e che siaf'(xg) = 0.

ESEMPIO. 6) Basta considerare la funzione f: R — R definita da f(x) = x3, con xg = 0.
Si haf'(0) =0, malef e crescentein 0, dato cheéx3< 0 per x<0ex3> 0 per x> 0.

Xo interno ad E che sia di massimo o di minimo relativo (anche in senso debole), allora s ha

TEOREMA 10. (di Fermat) - Seunafunzionef: E(0 R) — K éderivabilein un punto
necessariamente f'(xg) = 0.
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DIM. Siaxg un punto di massimo relativo (anche in senso debole) interno ad E. Esiste dun-
que un intorno U di Xo tale chedax 0 U n E\{Xo} si haf(x) < f(xo).

Prima dimostrazione. Supponiamo f'(xg) > O; laf € dunque crescente in xq. Dato che xg €
interno ad E, esiste un intorno destro V di X talechedax 0V n E\ {xo} segue f(x) > f(xg).
Essendo U n V n E\{Xg} # @, s ottiene una contraddizione. Analogamente se e f'(xo) < 0; in
guesto caso, la contraddizione si hain un intorno sinistro di Xo.

Seconda dimostrazione. Siax 0 U n E\{xg}. Seex<Xp, s haR)fo(x) >0, dacui f'(xg) 2
0; seéx>xXq, S ha Rxfo(x) < 0, dacui f'(x¢) < 0. Siccome la f & derivabile in Xg, I'unica
possibilita & dunque che siaf'(xg) = 0. O

Facciamo alcune osservazioni importanti.
Puo accadere che in un punto di massimo o minimo interno la f non abbia derivata. basta

considerare lafunzionef: R - R definitadaf(x) = |x|; lo 0 € punto di minimo, ma non esiste
f'(0).

Se Xp € un punto di massimo relativo non interno ad E, con laf derivabile in xg, pud acca
dere che siaf'(xp) #Z 0.

ESEMPIO. 7) Bastaconsiderare lafunzionef: | = [0, 1] — R definitadaf(x) = x. Il punto
Xo=0édi minimo eil punto x; = 1 & di massimo; ciononostante, si haf'(0) =f'(1) = 1.

Se Xp € un punto di massimo o minimo relativo interno ad E, pud accadere che laf abbia de-
rivatainfinitain Xg ma, ovviamente, non puo essere né f'(Xg) = +oo, Néf'(Xg) = -

ESEMPIO. 8) Basta considerare lafunzionef: R - R definitadaf(x) = 37'x2. Il punto xg
=0édi minimo es haf'(0) = co.

TEOREMA 4.Sano | =[a, c¢], bun puntointerno ad | ed f: 1 - R una funzione
continua e derivabilein | \ {b}.

1) See f'(x)>0in]a, b[ ef'(X) <0in]b, c[, allora b & punto di massimo relativo per
laf.

2) ke f'(x)<0in]a, b[ ef'(x) >0in]b, c[, allorab é punto di minimo relativo per la

DIM. 1) Laf e crescente in ogni punto di ]a, b[ ed &€ quindi monotona crescente su tale in-
tervallo. Dalla continuitadellaf in b e dal Teoremasul limite delle funzioni monotone, si haf(b)

= XIin)"(l_ f(x) = sup {f(x): a < x < b}. E dunque f(x) < f(b) per ogni x O ]a, b[. Risulta poi che,
- A0
per ogni X O ]a, b, e f(x) < f(b), ancora per la crescenza dellaf. Allo stesso modo si prova che
e f(x) < f(b) per ogni x 0 ]b, c[.
La(2) s provain modo perfettamente analogo. [

Possiamo ora affrontarei primi studi di funzione.

ESEMPI. 9) Studio della funzione f(9 = %"

—Dominioesegni: E= R\ {-1, 1}; f(X) >0seesoloseé|x < 1;f(0) =1

—Limiti: X'Lnl, f(x) =- 1, Xﬂr_q_ f(x) = Xlirrlu f(x) = -oo; XErHJr f(x) = Xlirrlw_ f(x) = +oo.

—Segno di f(x) - (-1): f(X) >-1seesolosee(x<-2) O(-1<x<1).

X2+ 4x + 1

(1-x2)2

—Segno di f' ed estremi di f: f'(X) >0seesolosee (x<-2-v3) O(-2+V3<x#1).
X1 = -2 -3 épunto di massimo relativo; X, = -2 + V3 edi minimo relativo;
inf f =-c0; supf = +oo.

—Derivataprima:  f'(x) =
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— Limiti di f'(x): JL”JO f'(x) = 0; xllmlfl(x) = -00; )!Lml f'(X) = +oo.
A questo punto é facile disegnareil grafico dellafunzione.

10) Studio della funzione f(x) = sinx cos2x.
—Dominio esimmetrie: E=R. Laf éperiodicadi periodo 2m e dispari. Studiamolain [0, 1.

—Segni : Si haf(x) 203eeso|oseé(0£xsg) D(%T[S X < 1.
—Deivataprima:  f'(x) = cosx (1 - 6sin2x).
—Segno di ' ed estremi di f: f'(X) >0 seesolosee (X< Xp) D(g<x<x2),

con x; = arcsiny1/6 e Xo = Tt - Xj.
X1 € X2 SONO punto di massimo relativo; x3 = 12 € punto di minimo relativo;
minf=f(w2) = -1, max f=f3mw2) = 1L

A questo punto e facile disegnareil grafico dellafunzione.

14

-1+

11) Studio dellafunzione f(x) = %(2 - x2)el + X,
—Dominioesegni: E= R; f(X) >0seesolosee|x <V2; f(0) = (2/5)e.
— Limiti: xli”lo f(x) = 0; Xlﬁirgo0 f(X) = -co.
—Deivataprima:  f'(x) = - (1/5)(x2 + 2x - 2)el + X,
—Segno di f' ed estremi di f: f'(x) >0seesolosee -1-V3<x<-1+V3).
X1 =-1-73puntod minimorelativo, Xp =-1+ 3 punto di massimo relativo;
inf f = -o0; mant f=1f(xp).
— Limiti di f'(x): xl_i,n—]oo f'(x) =0; xlirrg00 f'(x) = -c0.
A questo punto e facile disegnareil grafico dellafunzione
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Asintoti

Abbiamo detto a suo tempo che la funzione seno iperbolico ha un comportamento asintotico
con Iafunzione%ex, per X — +oo, dato che é Xlirgm (Shx - %ex) = 0; lo stesso per lafunzione
Chx. In generale, si dalaseguente

DEFINIZIONE. Date due funzioni continue f,g: | =[a, +o[ — R [oppure | = ]-c,, a]]
sono asintotiche per X — +o [per X - -« seé

*) Jm o (f) -9(x)) =0, [ lim (f(x) - g(x)) = 0].
In particolare, se e g(X) = mx + g, si dice chelarettay = mx + g € un asintoto per laf.

TEOREMA 12. Saf: | =[a, +o[ - R unafunzione continua e sia g(x) = mx + g. La
g e asintoto per la f se e solo se sono soddisfatte le due condizoni:

1) Jim, = 2) Jim, (169 -9 =g

DIM. S haovviamentexlirgm (f(x) -mx-q) =0seesolose éxlirgo0 (f(x) - mx) = g. Cio
prova, in particolare, il "se". Per provareil "solo se", basta mostrare che dalla (*) segue la (1).
f(x)
R~ m,

A0 - 902 o i ,
Scrittala (*) nellaforma I|m XDX m X0 0,sott|enechedeveesserexllrgw X

dato cheég -~ 0.0

ESEMPI. 12) Consideriamo lafunzione f: R - R definitadaf(x) =x3+x. Si ha@ -
c0; NON esiste asintoto.

13) Consideriamo lafunzione f: ]0, +oo[ — R definitadaf(x) = x + logx. Si haf(X) le

f(X) - X — +oo: non esiste asintoto.

14) Consideriamo lafunzionef: [0, +oo[ — R definitadaf(x) = log(eX + x). Essendo f(x) =
X + log(1 + xeX), s haimmediatamente che lafunzione g(x) = x &€ asintoto per x — +oo.
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15) Consideriamo lafunzione: R — R definitadaf(x) = ", . Si hasubito Jim o) =
1e lim (f(x) - x) = 0: lafunzione g(x) = x e asintoto per X — co.
inx2
16) Consideriamo la funzione f: R \ {0} - R definita da f(x) = x + S'T(X . Si haim-

mediatamentexlingo@ =1 eXIingo (f(x) - X) = 0: lafunzione g(x) = x € asintoto per X — oo,

Si noti che per le funzioni degli Esempi 14 e 15, s haXIimH)0 f'(x) = Xlirgw@, mentre per la

funzione dell'Esempio 16, che pure ammette asintoto, non esiste il Xlirgw f'(x). La cosa verra
chiaritanel prossmo paragrafo.

8§ 7-FUNZIONI DERIVABILI SU UN INTERVALLO

TEOREMA 13. (di Rolle) - Sano dati unintervallo | =[a, b] euna funzionef: 1 - K.
Selaf éderivabilein]a, b[, continua ancheinaeb e se éf(a) = f(b), allora esiste almeno

un punto & O ]a, b[ talechef'(¢) = 0.

DIM. Selaf é costante, si haf'(x) = 0 per ogni x O ]a, b[. Supponiamo dungue la f non
costante. Essendo laf continuain [a, b] che & un insieme chiuso e limitato, possiamo applicare
il Teorema di Weierstrass. La f assume dunque un valore minimo m ed uno massimo M.
Essendo inoltre m < M, dato che laf non é costante, al pit uno di questi due valori pud coinci-
dere con f(a) = f(b). Ne viene che o il minimo m o il massimo M deve essere assunto in un

punto & interno ad |. Per il Teoremadi Fermat, s haf'(§) = 0. O

E importante rendersi conto che tutte le ipotesi fatte sono essenziali per la validita del teo-
rema. Constatiamolo mediante esempi.

ESEMPI. 1) Siaf: E=[0, ] \ {112} - R definitadaf(x) =tgx. Laf e derivabileinE, s
ha f(0) = (1)) = 0, maE non € un intervallo. La derivatanon si annullamai.

2) Siaf: 1 =[-1,1] - R definitadaf(x) = [x|. Laf & definita e continua su un intervallo, si
haf(-1) = f(1) = 1, malaf non e derivabilein tutti i punti di ]-1, 1[. Laderivatanon si annulla
mai.

3)Siaf:1=[0,1] - R definitadaf(x) = x - [x]. (Si haciogf(x) = 5’5‘ :Zgg =1° 1

Laf é definitasu un intervallo, derivabile nei punti interni e si haf(0) =f(1) =0, malafnoné
continuain 1. Laderivatanon si annullamai.

4) Siaf: 1 =[0, 1] - R definitadaf(x) = x. Laf & definita e derivabile su un intervallo, ma
s haf(0) #f(1). Laderivatanon s annullamai.

5) Cio non significa che se una funzione derivabile non soddisfa a tutte le ipotesi del
Teorema di Rolle debbea avere |a derivata sempre diversa da 0. Basta cosiderare la funzione
f:[0,1] - R definitadaf(0) =0ef(x) = sin% per x # 0.
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TEOREMA 8. (di Cauchy) - Sano dati unintervallo | = [a, b] e duefunzioni f,gdi I in
. Sefegsono derivabili in]a, b[ e continue anchein a e b, allora esiste almeno un punto

& 0]a, b taleche
*) [f(b) - f(@)19'(€) = [9(b) - 9(@)]f*(&).
Sepoi €g'(X) # 0 per ogni x O ]a, b, la (*) pud essere scritta nella forma

f(b) - f(a) _ '(€)
g(b) -9(a) g'(&)

**)
DIM. Consideriamo lafunzione ¢: | - R definitada

¢(x) = [f(b) - f(@)Ig(x) - [9(b) - g(@)]f().

La¢ écontinuain I, dato che € combinazione lineare di funzioni continuein | ed € derivabilein
]a, b[ perché combinazione lineare di funzioni derivabili in]a, b[. Inoltre si ha

¢(a) = f(b)g(a) - f(2)g(b) = ¢(b).

La ¢ soddisfadunque atutte le ipotesi del Teoremadi Rolle. Esiste percio ailmeno un punto & O

la, bf tale che ¢ '(§) = [f(b) - f(a)]g'(€) - [9(b) - 9(a)]f'(€) = 0.

Supponiamo ora che siag'(x) # 0 per ogni x O ]a, b[. Deve essere anche g(b) # g(a), dato
che, in caso contrario, la g soddisferebbe atutte le ipotes del Teoremadi Rolle e la sua derivata
dovrebbe annullarsi in almeno un punto interno ad |, contro I'ipotesi. A questo punto, per avere

la (**) bastadividere ambo i membri della (*) per [g(b) - g(@)]g'(¢) (% 0). [
Un caso particolare molto importante del Teoremadi Cauchy s ottiene ponendo g(x) = X.

TEOREMA 15. (di Lagrange) - Sano dati unintervallo | = [a, b] e una funzionef di |

in R. Selafederivabilein]a, b[ e continua anchein a eb, allora esiste almeno un punto &
0 ]a, b tale che

f(b) - f :
0 -1@) - ). o

Daun punto di vista geometrico, il Teoremadi Lagrange dice che data unafunzione f conti-
nuain un intervallo chiuso [a, b] e derivabile nel punti interni, esiste almeno un punto interno
ad | in cui larettatangente € parallela ala secante per A(a, f(a)) e B(b, f(b)).

ESEMPIO. 6) Siadatalafunzionef: i =[-1, 1] - R definitada

f(x) = 5e><, see-1<x<0
X2+ ax+b,see0<x< 1’

Si chiede di determinare i parametri reali a e b in modo che allaf siaapplicabileil Teoremadi

Lagrange edi determinarei punti di Lagrange.
Affinché laf sia continua anche nel punto O deve essere

i 10 =f(0) =1= _lirg, (x) = b.
E dunque b = 1.| Si hapoi
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X seeé-1<x<0

P = &x+a,seé0<xsl '

Einoltre f'(0)=1 f'(0")=a
Laf éderivabileinOseesoloseéla = 1.]
Applicando il Teoremadi Lagrange, s ha

f(1) -f(-1) _e-1_,
D10 e 1_r)

Cerchiamo intanto gli € 011, 0. Si haet =€, 010, 1, dacui & =log®; * 01-1, 0],

Cerchiamo poi gli £ 0 [0, 1. S haez—'1 =2¢ + 1, dacui £ =, 3 0o 1.

C'e dunque un unico punto di Lagrange: € = Iogez—'1 :

Formula del valor medio. Siano f una funzione derivabile in un intervallo | ed xg un
punto di |. Per ogni x 0 1 \ {Xg} sussiste la seguente formula dal valor medio, che si ricava
Immediatamente dell'uguaglianza espressadal Teoremadi Lagrange:

f(x) = f(xg) + (X - xg)f'(§), con & compreso tra x e Xp.

ESEMPIO. 7) Si voglia dare un valore approssimato del numero log3. Sappiamo che &
loge = 1. Dalaformuladel valor medio s ottiene

log3=loge+ (3-¢€) ;

Essendoe< & < 3, s ottiene

3-e 3-e
1+ 3 <log3< 1+ e
dacui, essendo 2,718 < e < 2,719,
2,719 3-e 3-e 3
1,093<2- 3 <1l+ 3 <log3< 1-'T m< 1,104.

(Inrealtaelog3 =1,0986...)

Vediamo ora alcune importanti conseguenze del Teoremadi Lagrange.

COROLLARIO 16. 1) Sano dati unintervallo | e una funzionefdil in R. Selafe
derivabileinl ed ef'(x) =0 per ogni x O 1, alloralaf & costantein I.

2) Sano dati unintervallo | eduefunzioni fegdil in k. Sefeg sono derivabili in | ed
ef'(x) =g'(x) per ogni x 0 I, allora esiste una costante reale c tale che, per ogni x0O 1, s
ha f(x) = g(x) + c.

3) Sano dati unintervallo | eunafunzionefdi |l in R. Selafederivabilein|, ed ef'(x)
> 0 [< 0] per ogni xinterno ad I, allora la f € monotona crescente [decrescente] inl.

DIM. 1) Fissiamo un punto xo O I. Per ogni x 0 1, si ha, per il Teoremadi Lagrange,
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f(X) f(XO) fI(E) =0

X - Xp
da cui f(x) = f(xq).
2) Consideriamo lafunzioneh: | - R definitadah(x) = f(x) - g(x). S hah'(x) = O per ogni
x O 1. Perla(1), esiste una costante reale c tale da aversi h(x) = c per ogni x 0 1.
3) Quali che siano x1,X2 O |, con X3 < Xp, esiste, per il Teorema di Lagrange, un punto &,
con X3 < & <Xy, tale che
f(x2) - f(x1) _
v x, =1 >0,
dacui f(x1) <f(x2). O

Seil dominio non e unintervallo, le precedenti affermazioni possono risultare false.

ESEMPI. 8) Lafunzionef: K \ {0} - R definitadaf(x) =%haladerivataidenticamente
nulla, ma non e costante.

9) Le funzioni f,g: R \ {0} - R definite daf(x) = log(|x]) e g(x) = log(|x|) + % hanno la
medesima derivata, ma non differiscono per una costante.

10) Lafunzione f(x) = tgx hala derivata positivain ogni punto del suo dominio, manon e
ivi crescente.

TEOREMA 17. (1° Teorema di de I'Hospital) - Sano dati un punto a 0 R O { +co, -co,
oo}, un intorno (anche solo destro o solo sinistro) U di a e due funzioni f,g: U\{a} - R.
S supponga inoltre che f e g siano infinitesime per x che tende ad a, derivabili, con g'(x) #

F1(x) _ )

100" B, alloraesste ed e uguale a S ancheil I|m ) gx) -

O per ogni X, ed esigtail I|m

DIM. Limitiamoci al caso a = xo O R. E lecito supporre che U sia un intervallo.
Prolunghiamo per continuita le due funzioni in Xg, ponendo f(xg) = g(Xp) = 0. Per ogni x 0 U\
{xa}, lerestrizioni dellaf edellag al'intervallo di estremi x e Xp soddisfano atutte le ipotesi del

Teoremadi Cauchy. Per ogni siffatto x, sia §(x) uno dei punti di Cauchy. Si ha dunque

f(X) _ f(x) - f(xo) _ f'(&(x))
9(¥) ~9(x) - g(x0) g (x))

Al tendere di x aXg, anche &(x) tende axg ed € sempre &(X) # Xo. Per il Teorema sul limite delle

f'(€(x)) f(x) _
(E(x))_B Edunqueanche I|m RO B. 0O

Sussiste anche il seguente risultato del quale omettiamo la dimostrazione.

funzioni composte, s hadunque I|m

TEOREMA 18. (2° Teorema di de I'Hospital) - Sano dati un punto a 0 R 0O {+oo, -co,
oo}, un intorno (anche solo destro o solo sinistro) U di a e due funzioni f,g: U\{a} - K.
S supponga inoltre chef e g siano infinite per x che tende ad a, derivabili, con g'(x) # 0

(0 _ 0 [

INEOR (3, alloraesste ed € uguale a S ancheil I|m % (%)

per ogni X, ed esista il I|m
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Il primo Teoremadi de I'Hospital saraindicato come caso 0/0, il secondo come caso oo/co.

| Teoremi di de|'Hospital forniscono delle condizioni sufficienti per I'esistenzadel limite del
rapporto di due funzioni entrambe infinitesime o entrambe infinite. Tale condizione non e pero
necessaria. Puo cioé accadere che esista il limite di f/g manon quello di f'/g". Per esprimere
guesto fatto, scriveremo

f(x) . (%)
Mgk 7 A g

ESEMPIO. 11) S haimmediatamente Ilm % = 1. Per contro, non esiste il limite
1 + cosx
del rapporto delle derlvatem

Puo anche accadere che esistano siail limite di f/g siaquello di f'/g’, mache cio non ci aiuti
affatto. In effetti, apriori, non e per nulla chiaro perché debba essere piu facile ricercareil limite
di f'/g' piuttosto che quello di f/g; torneremo su questo problematra poco.

VX2 -
ESEMPIO. 12) S vogliaricercare il Iianoo XT” Applicando I'Hospital, si passa dal

problemadato aquello di ricercareil Ilmo0 L, che é perfettamente equivalente a quello
=T Ux2 + 1

di partenza. Per contro s haimmediatamente

im VX2 + 1_ lim xx_/1+ 1/x2

X — +00 X x_. +oo

=1

Assodato chei Teoremi di de I'Hospital non forniscono la bacchetta magica per risolvere tutti
I problemi sullaricercadei limiti, vediamo acuni esempi sul loro utilizzo.

. . X-sinx . 1l-cosx_1
_ R 1 2(1 - cosx) - x2 _
14) S ha i, x2 = 1- cosX[] Jim, x2(1 - cosx)
— . 2(1 - cosx) - x2 . 2sinx-2x _ 1
= 2lim, X4 J2iMm T ae TE

e 11 X2 O g L
15) Mas ha J%%(LZ 1- cosxD J'%XZ%L 1- cosxD Ly 2 = -

/x2
16) S ha |IfTb 0 x Dl :)! expD]L |OgSInXD_i
Ve
Infatti s ha:
cosx 1

i Io Sinx _ i logsinx - Iogx smx X _ i XCOSX - SinX _
XMy x2 1997 = 1M, X2 IQJ M 2@sink

X COSX - Sinx xsinx _ 1

X 2x3 1 _>!'m) 6x2 ~ 6
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17)Sha_im (VX3 -x2 + Vx4 -x3) = lim_ (x&I = 1/x - XY= 1/x) =
VI-t-9I-t -1 1 . 1

i 0 Ima O + D_ 1>
B (1-1)2 4+/(1 - t)30

=i
to

Perché funzionalaregoladi de I'Hospital? Ricordando che & D(x?) = ax@ -1, si intuisce che

ordini di infinito per x che tende a infinito, mentre innalza di una unita gli ordini di infinito

La derivazione abbassa di una unita gli ordini di infinitesimo per x che tende a xp e gli
per x chetende a xg e gli ordini di infinitesmo per x che tende a infinito.

Constatiamo questo fatto nel caso molto particol arechesiaf: U\ {xq} - R infinitesima per

X - Xo O R, derivabile ed esistalil Ilrr)1( (x (X)) =1oR\{0}. Edunqueordxof =n. S ha
X— Xo Xo

f(X) 1 . f'(x) _ |
XLXO(X-XO)n+1D n + 1X|er)](0(x_x0)n_n + 1

Cio provache e ordy,f =n+ 1.

Da questo fatto si ricava che in generale, a parita di altre condizioni, I'Hospital funziona
meglio nel caso 0/0 per X — Xg € nel caso oo/ per X — o,

Ritorniamo brevemente a quanto osservato alafine del 8 6. Siaf. | =[a, +o[ -~ R una
funzione derivabile einfinitaper x — +oo. Volendo ricercare se laf ammette asintoto per X —

+00, 5 comincia con l'indagare se esiste il Xlir[rlo0 f(Tx) Ora, applicando I'Hospital, s ha

lim X Dxllngoof(x).

X — +oo

Cio spiega perché, per determinareil valore del coefficiente msi puo ricercare il limite di f'(x)
anziché quello di @ L'Esempio 16 del § 6 mostra che pero puo esistere asintoto senza che
esgtail limite della derivata

Chiudiamo il paragrafo con un'interessante conseguenza del Teoremadi de I'Hospital

TEOREMA 19. (Teorema sul limite della derivata) - Sano dati un punto Xo 0 K, un
intorno (anche solo destro o solo sinistro) U di Xy e una funzionef: U —» K. S supponga
inoltre che f sia derivabile in U \ {xg}, continua anche in Xy ed esista il Xlin}( f'(x) =B.

- A0

Allora esiste anche la derivata dellafin xg e s haf'(xg) = B.

DIM. Si ha Ilmof())(()f((XO)D I|mf(x) B.0

ESEMPIO. 18) Si consideri lafunzione f: R+ —» R definitadaf(x) = xX. Si puo prolun-
gare la f per continuita anche in 0, ponendo f(0) =1 = )!iino xX. Per x >0, s haf'(x) =

xX(logx - 1). Essendo )!Lnb f'(X) = -00, si conclude che e anche f'(0) = -co.



146 - Capitolo Settimo

Si tenga ben presente che, senzal'ipotesi della continuita dellaf in Xo, latesi del teorema pud
caderein difetto.

x|

ESEMPIO. 19) Si consideri la funzionef: R — R definitadaf(x) = ox’ > ¢ * Z 0

, seex=0
Laf non écontinuain 0. Oras ha)!im) f'(x) = 0, mentre risulta f'(0) = +co.

8§ 8LA FORMULA DI TAYLOR

Il problema che affronteremo in questo paragrafo € quello dell'approssimazione di funzioni
mediante polinomi. In realta ci sono almeno due problemi diversi che si presentano a riguardo:

— Approssimazione globale. Dataunafunzionef: | =[a, b] - R, s cercain una determinata

classe di funzioni 'semplici’, per esempio quella dei polinomi, una funzione ¢ che in alcuni
punti di | abbiagli stessi valori dellaf e in modo che sia soddisfatta una maggiorazione, fissata

apriori, dell'errore commesso; si chiede cioé che, per ogni x O I, [f(X) - ¢(X)| risulti minore di
un prefissato o > 0.

— Approssimazione locale. Dati un punto Xg O R, un intorno (anche solo destro o solo sini-
stro) U di xp eunafunzionef: U - R, s cercain una determinata classe di funzioni 'semplici’,
che per noi sara quelladei polinomi, unafunzione ¢ tale che la differenza [f(X) - ¢(X)| Sia, per

X — Xg infinitesima di ordine maggiore di un prefissato n.
Noi ¢i occuperemo esclusivamente di quest'ultimo problema.

Cominciamo con |o stabilire due importanti risultati preliminari.

TEOREMA 20. (Lemma di Peano) - Sano dati un intervallo I, un punto Xp O | e una
funzionef: | - R, infinitesima per x - Xg, N volte derivabilein |, con

f(xo) = f'(x0) = f"(x0) = ... =f("-D(x0) = 0.
aloras ha
: f(x) _ f(N(x)
XILmXO(X - XO)n - n

DIM. Siag(x) = (x - Xo)". Lafunzione g é di classe C* es ha
gK(x) = (Nk(x-x)" -k perk=1,2 ..., n.

E dunque
a(x0) = g'(X0) = g"(X0) = ... =g D(x0) = 0.

Le coppie di funzioni (f(x), g(X)), (f'(X), g'(X)), ..., (f("-1(x), g(n- 1(x)) soddisfano alle
ipotesi del Teoremadi Cauchy. Esistono dunquen - 1 punti &1, &>, ..., &n- 1, tali che

() _ 1(x) - f(xo) _ F'(82) _ F'(Ex) - F'(x0) _
909 =909 - 9(x0) “ g'(&1)  g'(€1) - '(xa)
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_ @) _ f0-D(En-g) _ fO-D(En-g) - 0 D(x0)
9'€)  g(-D(En-q) n'(&n -1 - Xo) '

Essendo &, - 1 compreso frax e X, Si ha che, a tendere di x axp, anche &, - 1 tende axg ed e,
per il Teorema di Cauchy, sempre diverso da Xg. L'ultimo membro delle uguaglianze sopra
scritte non @ altro cheil rapporto incrementale della funzione f(N - 1)(x) diviso per n! e, pertanto,

tende af(r?](,XO). O

Il risultato di questo Teorema s puod anche esprimere con |'uguaglianza

(X 1i())(()o)n - f(”)r(]i(o) + B(x), con xlijp(OB(X) -0

Da Lemmadi Peano segue subito il seguente risultato utile per la determinazione degli ordini
di infinitesmo:

COROLLARIO 21. Sano dati un intervallo I, un punto Xo O | e una funzione f: | -
R, infinitesima per x — X, nvolte derivabilein|. Alloras haordy,f=nseesolosee

f(xg) = F'(x0) =F"(x0) = ... =f-D(x0) =0, fM(x) 0.0

ESEMPIO. 1) Lafunzione f(x) = x - sin(eX - 1) éinfinitesima per x — 0. Si constata fa-
cilmentechee

f(0)=0, f(0)=0, f(0)=-1,

si conclude che € ordog f(x) = 2.

TEOREMA 22. (Lemma di Lagrange) - Sano dati un intervallo I, un punto X 0 | e
unafunzionef: | - R, infinitesmaper x - Xg, nvolte derivabilein 1, con

f(xo) = f'(x0) =f"(x0) = ... =f("-D(x0) = 0.
allora esiste un punto & compreso fra x e xg tale che

fx) _fVE)

(x-x)n N

DIM. Procedendo come si € fatto per provareil Lemmadi Peano, s ottiene:

fx) _ _ f0-D@En-q) _ f0-D(En 1) - f(0-D(x0) _ f(E) -

9T g -DEn-1)  nl(En-1-X%o) - O n

DEFINIZIONE. Siano dati un intervallo I, unafunzionef: 1 - R e un punto Xg interno
ad |. Si definisce polinomio approssimante n - imo della f relativamente ad xg un polinomio
Pn(X) di grado < n che soddisfi alle due seguenti condizioni:

1)Pdn%i;@g;()
. X) - Pn(x) _
2) x“mo—(x - X(’)‘)n =0.
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Per n=1, s hal'approssimante lineare studiato nel 8 5. Stabiliamo ora un fondamentale ri-
sultato che da una condizione sufficiente per I'esistenza del polinomio approssimante n - imo.

TEOREMA 23. (di Taylor) - Sano dati un intervallo I, un punto Xg interno ad | e una

funzione f: 1 - R, nvolte derivabilein |, Allora esiste ed € unico il polinomio approssi-
mante n - imo Pp(X) relativo al punto Xg.

DIM. Supponiamo intanto che esista un polinomio P, soddisfacente ale condizioni (1) e
(2), definito da

Pn(X) = ag + a1(X - Xg) + ax(X - Xg)2 + az(x - Xg)3 + ... + an(x - x)".

Siapoi ¢: 1 - R lafunzione definita da ¢ (x) = f(x) - Pn(X). Dovendo essere, per la (2),
ordy,$ > n, s ottiene dal Corollario 21 che deve essere

d(x0) = §'(X0) =" (X0) = ... = d(M(xg) =0,

dacui s ricava
f(xg) = P®(x0) =ak k!, conk=0,1,...,n

Dungue, se un siffatto polinomio Py, esiste, e unico ed e definito da
P = 1(0) + FOQI(X - 30) + | 90 (x- 3002 + 1 %0 (- xg)2 + .. + 1) (- gy,

Resta solo da provare che questo polinomio soddisfa alle condizioni (1) e (2) ed ha quindi
diritto di essere chiamato polinomio approssimante n - imo. La (1) € immediata e cosi la (2),

dato chelafunzione ¢ =f - P, si annullain Xy assieme ale sue prime n derivate ed & quindi in-
finitesmain xg di ordine maggioredi n. [

Si noti cheil Teoremadi Taylor fornisce, nel caso n > 1, solo una condizione sufficiente per
I'esistenza del polinomio approssimante n - imo, come ora vedremo.

D<3, seéxno

B—x3 seéx0Q
Si vede subito che, relativamente a punto xp = 0, esiste il polinomio P, e che questo €l po-
linomio nullo. E poi immediato che non puo esistere in O la derivata seconda.

ESEMPI. 2) Si consideri lafunzionef: R - R definitada f(x) =

3) Qual elaparabolache meglio approssimalafunzione esponenziale inun intorno del punto
1? Essa e espressadal polinomio P, definito daPy(X) = e+ e(x-1) + 5 (x 1)2.

Sostituendo f(x) con Py(X), S commette un errore espresso da una funzione resto infinite-

simadi ordine maggiore di n per x — Xg. Come si puo valutare questo errore? Risolviamo il
problema sotto I'ipotes ulteriore che laf sian + 1 volte derivabilein I.

TEOREMA 24. (Formula di Taylor - Lagrange) - Sano dati un intervallo I, un punto

Xginterno ad | euna funzionef: | — R n+ 1 voltederivabilein |, allora esiste un punto &
compreso fra x e xg tale che

fn+1)(&)

0 =P + s 1)1

(X -x)"* L.
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DIM. Lafunzione ¢ =f- P, én+ 1 voltederivabilein | e soddisfaalleipotesi del Lemma
di Lafrange. Applicando questo teorema, Si ottiene:

O(X)  _ f(x) - Pp(x) _f(0+1(E)

(X=X T 17 (x - xg)n *1 7 (M D)

dato che & P(0,* 1(€) = 0. Basta poi ricavare f(x). [

_fn* ()
“(n+1)!
Lagrange) che é uninfinitessimo di ordine=n+ 1 per X - Xo.

Indicheremo con Ty + 1(X) il resto f(x) - Pn(X) (X - xg)" *1, (detto resto di

A questo punto é facile scrivere le formule di Taylor - Lagrange per acune funzioni elemen-
tari con punto iniziale xg = 0.

f(x) Pn(x) ITh +1(X)]

sinx X_§’+g!5_>7<!7+___+(_1)m-1m Mmsa

COSX 1')2(!2+ﬁ'§+"'+('1)m()(22m)! WICOSEI

ex 1+x+)2(—!2+§—!3+2—?+...+§ m

Shx X+:);!3+§+¢!7+"'+(§r2r:n--11)! MCM

Chx 1+>2(!2+ﬁ+§+...+(>2($! mChﬁ
log(1 + x) x-X?2+X§3-XZ4+X§5+ ...+('1)n'lxﬁn (l)r(1|n++11) (1+§1)n+1
aroe | oo SEe B[R9 foroaen

Vediamo adesso di calcolare il polinomio Pop, + 1 dellafunzione f(x) = arctgx.
N | .
E f'(X) =1+ x2 Oras ha

(1- x2N *+2) 4 x2n +2 2n+2 2n + 2

X X
=1-xX2+x4+... + (-Dx2n +5—— - =2n+
1+ x2 1-x2+x4+... + (-1)"x 1+ x2° conordol+X2 2n + 2.

E oraimmediato osservare che una funzione che ha Qon(X) come derivata & data da

x3 x5 X7 x2n+1
P2n+1(X) :X-§+§-7+ A (-1)nm
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Proviamo che quello oratrovato é effettivamente il polinomio approssimante di grado 2n + 1.
Infatti, posto

X X7 X2n+1
B(X) = arctgx - (X- 5 te -7t DY)
s ha
o= L2 3 2nyLE ﬂ
1B'(X)| O+ x2 (L-x2+x3+ ... + (-1)"x n) T

che e un infinitessmo di ordine 2n + 2 > 2n, da cui ord 3(x) > 2n + 1. Si ha dunque

X3 x5 X7 x2n +1
arctgx:x-§+ g- 7"‘ . (-1)nm +T2n+3.

Con ragionamenti simili si trovalaformuladi Taylor dell'arcoseno. (Si parte dal fatto che la
derivata dell'arcoseno & (1 - x2)-V2, Risulta

arcsinx = X+E+ 1-3 x> (2n-1)||X2n+1
77237 245

Tt o 2n+1t Tan+s

~ Vediamo ora, con qualche esempio come si possano utilizzare queste formule. Ricordiamo,
intanto, che I'espressione "n cifre decimali esatte" significa che |'errore commesso € minore di

5.10-(n+ 1),
ESEMPI. 4) Se per cacolare s nl—lo utilizziamo Ps = Pg, che errore commettiamo? Si ha:

(1/10) 1 1
COSE < 5540107 < 5.1010

|T7(10)| = =210-11

1_1 1 1 _
SN0~ 10" 6000 * 12.000.000 =

= 0,1 - 0,000.166.666.67 + 0,000.000.083.33 = 0,099.833.416.67,

Posto

s hanno dunque ameno 10 cifre decimali esatte.

5) Cdcolare 19/ e con almeno 6 cifre decimali esatte. Essendo

1/10)n+1 1/10)n+1 1/10)n + 1
ITn+1(1o)|=((n +)1)! e < ((n +)1)! e<((n +)1)! ’

n+1
basta cercare un n per cui szla((%lllJrLl)I 3< 5107, Cio equivale a 3107 < 5(n + 1)!-10N+1,

Si vede facilmente che basta prendere n = 4. (Abbiamo maggiorato € con 3; in redta avremmo

potuto maggiorare € con 1,2). Dunque le prime 6 cifre decimali esatte di ]\O/ e sono date da

1. . 1 1 1 1
Pa(ip) =1+ 15+ 200 * 6000 * 240.000 ~

=1+0,1+ 0,005+ 0,00.166.7 + 0,000.004.2 = 1,105.171.
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6) Si vuole approssimare log(1 + x) con P5(X) in modo da commettere un errore inferiore a
0,003 per |x] < h. Qual é un possibile valore di h? Vogliamo dunque che, per ogni x, con [x| <
h, risulti [Tg(x)| < 0,003. Deve naturalmente essereh < 1. Si ha

hé hé

Te01< Gty 16 < 60 - )

Affinché risulti |Tg(x)| < 0,003, basta che sia% < %’07018 = 0,511931... E dunque

sufficiente chesia% < 0,52. L'ultima disuguaglianza equivale alla h < ggg = 0,34210...

In conclusione, basta prendere, per esempio, un h < 0,34.

Si vede dagli esempi cheil problemadarisolvere € espresso dalle disequazioni
(ITh+2(¥)| <€) O (x| < h).

In questo sistema ci sono, in sostanza, 3 quantita: I'errore €, il numero n eil raggio h. Se nefis-
sano 2 es cercadi vautare il terzo.

TEOREMA 25. (Formula di Taylor - Peano) - Sano dati un intervallo |, un punto xg
interno ad | eunafunzionef: 1 - R n+ 1voltederivabileinl, alloras ha

100 = Pa0) + T 200+ B0 xon + 1,

con 3(x) - O per x - Xo.
DIM. Per ipotesi, esiste anche Py + 1. Si puo pertanto scrivere

f(0+ 1)(xo)

f(x) = Pn(x) + (n + 1)!

(X - X)" * 1+ a(x),
con a(X) infinitesimo di ordine maggiore di n + 1. E dunque a(x) = B(X)(X - Xg)" * 1, con B(X)
— O perx - Xg. In conclusione, s ottiene:

f0+ (xo)

f(x) = Pn(x) + (n + 1)!

(x- X0+ 1+ B(J(x - X" * 1 =

=P + B 200 4 gl xgn .

Come vedremo nel prossimo paragrafo, questa formula serve essenzialmente per studiare il
segno dellafunzione resto (detto resto di Peano)

109 - Pr0 = B 280+ B0l 3+ 1= 09 (- xgn 1

Tutto s riduce astudiare il segno di ¢(x), dato che quello dell'altro fattore non ha certo bisogno
di molti commenti.
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8§ 9.CONCAVITA, CONVESSITA, FLESSI

Ricordiamo che un sottoinsieme E di R" & detto convesso se ogni volta che contiene due
punti contiene anche tutto il segmento cheli unisce.

Consideriamo le due funzioni di R*in R definite daf(x) = x + % eg(x) =x- % Tutte due le

funzioni tendono a +co per X —» +oo e tutte due ammettono la retta di equazione y = x come
asintoto. La f ha la concavita verso |'alto; risulta cioé convesso I'insieme (sopragr afico)

{(x,y): xO R+, y=f(X)}. Invece, lag hala concavita verso il basso; risulta cioé convesso
I'insieme (sottografico) {(x, y): xO R+, y<f(x)}.

Ora, data una funzione f: | — R definita e continua su un intervalo I, si ha che I'insieme
{(x,y): xOl,y=f(x)} [I'insieme {(x,y): xO1l,y <f(x)}] € convesso se e solo se, dati

comunque tre punti x; <X < x, (0 1), s hacheil valore f(x) € minore [maggiore] o uguale al
valore dellafunzione lineare interpolatrice tra P1(Xy, f(X1)) € Pa(X2, f(X2)).

DEFINIZIONE. Siaf: | —» R unafunzione continua su un intervallo I.
Diremo chelaf e convessain | se, quali chesianoi punti x; <x<x, (O 1), s ha:

f(x2) - f(xa)
() < 2 50 (x-x) +1(x).
Diremo chelaf econcavain| se, quali chesianoi punti X <x<x, (01), s ha:

1) > 10200 () + 1),

TEOREMA 26. Sano dati unintervallo | eunafunzionef: | — R due volte derivabile
inl. Seef"(x) >0[< 0] per ogni xinterno ad I, allorala f e convessa [concava] in .

DIM. Siaf"(x) > 0 per ogni x interno ad | e fissiamo tre punti x; < X < x (0 1). Dobbiamo

provare che é f(x) <f(;<22)_-f(x1) (X - X7) + f(x1), ossiache e

X1
(F(3) - f(x2)) (X2 - x1) - (f(x2) - f(x1))(X - x1) <O.

Ora, con successive applicazione del Teoremadi Lagrange, s ha

(F(X) - f(x0)) (X2 - Xa) - (F(%2) - (X)) (X - X1) =
= (F(X) - f(x1)) (X2 - X + X = x1) - (f(x2) - F(X) + f(X) - f(x2))(X - x1) =
= (F(%) - f(x1)) (X2 - X) + (F(X) - f(x1))(X - X2) - (F(X2) - F))(X - Xa) - (F(X) - F(x2))(X - X1) =
= (F() - f(x1)) (X2 - X) - (f(x2) - F))(X - x1) =
=€) (X - X)) (X2 - X) - F'(€2) (X2 - X)(X - x1) = (F'(€1) - F'(§2)) (X - X1)(X2 - X) =
=f"(&)(€1 - §2)(X - X1) (X2 - X) < 0.

Infatti € &1 - &> <0, dato cheéx; < &1 <x< & <Xy €, peripotes, ef"(§) >0. O

ESEMPIO. 1) Lafunzione esponenziale e convessa, essendo f"(x) = eX> 0 per ogni X.
Lafunzionedi R+in R definite daf(x) = x + 1/x & convessa, dato che e f"(x) = 2/x3 > 0.
Lafunzionedi R*in R definite dag(x) = x - 1/x € concava, dato che & f"(x) = - 2/x3< 0.
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Passiamo alo studio delle cosiddette proprieta locali del secondo ordine di unafunzione.

L'idea e semplice. Le proprietalocali del primo ordine di unafunzione f riguardavano il con-
fronto dei valori dellaf con f(Xg); ora, suppostalaf derivabile in Xy, confronteremo f(x) con il
valore dell'approssimante lineare dellaf relativo ad Xo.

DEFINIZIONE. Sono dati unintervallo I, unafunzionef: 1 - R eun punto xg O I.

Si dice che laf e convessa in xg se esiste |'approssimante lineare della f in xp ed esiste un
intorno U di xg talechedax 0 U n I\ {xg} s haf(x) > f'(xg)(X - Xg) + f(Xo)-

Si dice chelaf € concava in xg se esiste |'approssimante lineare dellaf in xp ed esiste un in-
torno U di xg talechedax O U n I\ {Xg} s haf(x) <f'(Xp)(X - Xo) + f(Xq).

Si dice che un punto xg interno ad | e di flesso ascendente per laf se esiste I'approssimante
lineare dellaf in xg ed esiste un intorno U di X tale che per ogni x 0 U n | s hache

x<xo O f(x) <f'(xo)(x- Xo) +f(xo) € x>xo U f(x) >f'(Xo)(X - X0) + f(X0).

Si dice che un punto xg interno ad | € di flesso discendente per laf se esiste |'approssimante
lineare dellaf in xg ed esiste un intorno U di Xy tale che per ogni x 0 U n | S hache

Xx<xoU f(x) >f'(xo)(x-X0) +f(xo) € x>xo 0 f(x) <F'(x0)(X - X0) + f(Xo).

ESEMPIO. 2) Lafunzione esponenziale € convessain ogni punto Xo O K. Dallaformuladi
Taylor si ha, infatti, €X = X0 + eXo(x - xg) + % (X - Xg)2 > €X0 + eXo(X - Xp).

3) Consideriamo lafunzionef: R — R definitadaf(x) = x3 - x. Nel punto -1 lafunzione &
concava; infatti si ha f(x) < f'(-1)(x + 1) + f(-1) per ogni x <0, con x # -1, come S constata
facilmente con un sommario studio dellafunzione x3 - x - 2(x + 1). Si vede analogamente che
in 1 lafunzione e convessa. Si constata, infine, chelo 0 & punto di flesso ascendente per laf.

TEOREMA 27. Sano dati un intervallo I, una funzione f: | — R due volte derivabile
in 1 eunpunto Xy O 1I.

1) Seéf"(xg) > Oalloralafeconvessain Xg.

2) Seef"(xg) <Oalloralafeconcavain x.

3) Sexg € punto di flesso per laf, allora s haf"(xg) = 0.

DIM. 1) Utilizziamo laformuladi Taylor - Peano. Si ha
f(x) () = 100

+ B(X)BX - X0)2, con B(X) — O per x - Xg.

n 2!
Essendo Xlirr)g %T% + B(x)ngg,((’)> 0, per il Teorema della permanenza del segno esiste
~ Xo ! !

un intorno U di Xg in cui lafunzione entro parentesi quadra e positiva. Per ogni x 0 U \ {xg} €
dungue f(x) - f(x) > 0.

La(2) s provain modo perfettamente analogo. La (3) & un'immediata conseguenza delle al-
tre due, dato che in un punto di flesso laf non puo essere né concava né convessa. [

L 'esistenza della derivata seconda in xg hon € condizione necessaria per la convessita o con-
cavitadi unafunzionein xg né affinché xg siadi flesso.

ESEMPIO. 4) Siaf: R » R lafunzionechevadex2seéx<0ex3seex>0.Lafe
convessa in 0, ma non esiste f"(0) . Lafunzione -f € concavain 0 ma non haivi derivata se-

conda. Lafunzioneg: R — R chevaex3seéx<0ex2seéx>0hain 0 un punto di flesso
ma, ancora unavolta, non esiste derivata secondain O.
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Osserviamo che in un punto di massimo o minimo Xg interno ad | in cui laf e derivabile, si
ha f(x) = f(xg). Ne consegue che laf €, rispettivamente, concava o convessain Xo. Dunque:

COROLLARIO 28.-Sano dati un intervallo I, una funzionef: I — R due volte deri-
vabilein | eun punto Xg interno ad I.

1) Seé f'(Xg) =0 ef"(Xg) > 0allora X € punto di minimo relativo per laf.

2) Seé f'(xg) =0ef"(xg) <0alloraxg € punto di massimo relativo per laf. [

Siano dati unintervallo |, unafunzionef: | — R derivabilein un punto Xginternoad | esia
f'(Xp) = 0. Mostriamo con esempi che da queste ipotesi nulla si pud dedurre circa le proprieta
dellafin xg.

ESEMPIO. 5) Siaf: R - R definitadaf(x) = x2. Si haf'(0) = 0. Il punto O & di minimo.
Siaf: R - R definitadaf(x) = -x2. S haf'(0) = 0. Il punto 0 & di massimo.
Saf: R —» R definitadaf(x) = x3. Si haf'(0) = 0. Il punto O & di flesso.

.1 .
@(%ln?, seex#0

Siaf: R - R definitadaf(x) = . Sihaf'(0) = 0. Il punto O non e

, seex =20
nédi massimo, né di minimo, né di flesso.

Stabiliamo, in fine, due condizioni sufficienti affinché un punto siadi flesso.

TEOREMA 29. Sano dati unintervallo I, una funzionef: | — R due volte derivabile
inl eun punto Xg interno ad I, con " (xg) = 0.

1) Seesisteunintorno U di xgdoves ha f"(x) <O per x<Xg, f"(X) >0 per x> X,
allora xg € punto di flesso ascendente per la f.

2) Seesisteun intorno U di xg doves ha f"(x) > 0 per x < xg, f"(x) <O per x> Xo,
allora xg € punto di flesso discendente per la f.

DIM. 1) Usando laformuladi Taylor - Lagrange; per x 0 U n | \{Xo} s ha

0100 = o) (- x0)2

Dunque f(x) - f(x) hail segno di f"(€) che il segno di x - Xo.
La(2) s provain modo analogo. [

in | e un punto Xp interno ad | con f"(xg) = 0. Se esiste anche f"'(xp) ed € f"'(xg) > 0

TEOREMA 30. Sano dati un intervallo |, una funzionef: | — R due volte derivabile
[f"'(x0) < 0], allora Xg € punto di flesso ascendente [discendente] per la f.

DIM. Sia, per esempio, f"'(xg) > 0. La derivata seconda esiste in un intorno U di xg ed &
crescente in Xo. Essendo f"(Xg) = 0, la derivata seconda € negativain un intorno sinistro e posi-
tivain unintorno destro di Xo. Sono dunque soddisfatte le ipotesi del teorema precedente. [

Segnaiamo che alcuni risultati dei Teoremi precedenti possono essere generalizzati.

TEOREMA 31. Sano dati unintervallo | eunafunzionef: | — R nvolte derivabilein
un punto xg interno ad 1. Se & f"(xg) = f"'(Xg) = ... = f(N-(xg) = 0, f(N(x) # 0, allora:

1) sen edispari, Xg € punto di flesso per la f.

2) sen & pari, xg & punto di convessita se & f(N(xg) > 0, di concavita se & f(M(xg) < 0. O
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Possiamo ora affrontare gli studi di funzionein modo piu completo.

3
ESEMPI. 6) Studio della funzione f(x) = ﬁ
—Dominioesegni: E= R \{-1, 1}; f(X) >0 = x0O]-1,0[ O ]1, +oo[; f(0) =0.
— Limiti: lim f(x) = - oo; lim f(x) = +oo;
X— —00 X — +0o
im0 = Jin 1 =i fim 109 = iy 109 = 4o
—Asnoto:fim " = 1; Jim (703 - X) = 0; asintoto; y = x.
—Segno di f(x) - x: f(xX) -x>0 < f(x) > 0.
X2(x2 - 3)
(x2- 1)
—Segno di f' ed estremi di f: f'(X) > 0 seesolo se e [x| >V 3. Qui laf & crescente.
X1 = —/ 3 & punto di massimo relativo; x, =+/3 édi minimo relativo;
., dnff=-o, supf = oo, .
— Limiti di f'(x): X'L”‘Jo f'(x) =1; XIer]l f'(x) = >!Lm1 f'(X) = -co.
2x(x2 + 3)
(x2- 1)3
—Segno di f"; Convessita, flessi: f"(x) >0 < f(x) > 0.

Laféconvessaper x 0]-1, O] O ]1, +eo[; O € punto di flesso discendente con f'(0) = 0.
A questo punto e facile disegnareil grafico dellafunzione.

—Derivataprima:  f'(x) =

—Derivataseconda:  f"(x) =

207
1571
10T
o
19 B3 K} : 1
/ 5T
1ot
157

7) Studio della funzione f(x) = arctgx - log(1 + x2).
—Dominio: E= R; f(0) =0.

— Limiti: XIirrgo f(X) = - oo,
: . en 1 - 2x
—Derivataprima:  f'(x) = 1+ x2

—Segno di f' ed estremi di f: f'(x) > Oseesoloseéx<l. Qui laf e crescente.
2

X = %épunto di massmoreativo, inf f=-o00; max f =f(1/2).
—Limiti di f'(x): lim f'(x) = 0.
: X2-x-1
— Derivata seconda: f"(X) = _ZW.
—Segno di ", convessita, flessi: f"(X) >0 < XO A =]-00, X[ O ]Xp, +oo],
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1-V5 1++5

conxXy=—5 X2 =" 5 . Qui laf é convessa. | punto X; € Xo sono punti di flesso.
A questo punto e facile disegnareil grafico dellafunzione.
o
-10 -5 o 5 10
2T
-37
47t
5%
-6T
74
8) Studio dellafunzione f(x) = (1'39;‘)2
—Dominioesegni: E={x:x>0}; f(xX)>0 < x> 1
— Limiti: Xlinb f(X) = - oo; Xllrgw f(x) = 0.
X+ 1

% - 2Iogx_ (%)
(L+x)3 ~(1+x¥
—Segnodi f': f'(X) >0 = ¢(x) > 0.
— Studio sommario di ¢(x). Dominio: E.  lim ¢(x) = + co; lim  ¢(x) = -co;

—Derivataprimac f'(x) =

¢'(x) =- ZXX; 1 <0. La¢ écontinuae decrescente; si annullain un punto a 0]2; 3[,
datocheéd(2) >0ed(3) <O0.
Si hadunquef'(x) > 0 per x 0 ]0; af; a e punto di massimo relativo;

inf f = -o0; sup f =f(a).
— Limiti di f'(x): )!im)f'(x = +oo Xlirgm f'(x) = 0.
Non eil caso di affrontare lo studio della derivata seconda. Ora comunque é facile disegnare
il grafico dellafunzione.

1-
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§ 10. ESERCI ZI

1) Si calcolino le derivate delle seguenti funzioni:

(1+x3)% sindx; (1+e)23; Sinx + 2cosx; logtg(x/2); Ch(Shx);

) 1
arcsinvx - 1; arctgx + arcctgx; loglog logx; log(l1+———); log 5x;
g g g log logx; log( 71—+tgx) g

(X2 + x -1)eX; xyarcsinx; xarctg%; xeX/2cosx; (X - COSX)VX + sinx;

1 + cosx. 1 , ex , X2 +1 + X, ach 2 - x2
X-8sinX' x4+ x-1'" sSinx- cos2x’ xlogx g2+x2'

2) Scrivere le espressioni delle approssimanti lineari delle funzioni
arcsin2x; tgx; arctgx, Sh(x+1); VsSinX+ 2cosx; conXg=0.
logx;  arctgx; VX, XX (X2 +x-1)eX; con X = 1.

3) Si studino, senza calcolare la derivata seconda, |e seguenti funzioni:

f(x) = sin3x - cos3x; f(x) = cosx cos2x; f(x) —(SX + 12 ;o f(x) =log(1 + X)) % .

4) Per ciascuna delle seguenti funzioni si determinino a, b 0 R in modo che siaapplicabileil
Teoremadi Lagrange e s calcolino i punti di Lagrange.

per-1<x<0. _X2+2x+a, per-1<x<0

f(x) = 5(2+ax+b per0<x<1 f(X)_EbeX-Z, per0<x<1
_f sinx, per 0 < x £ 21/3
fo) = { a+ bcosx, per 21m/3 < x < .

5) Si ricerchino i seguenti limiti:

) Sinx - X COSX,
lim (x+Vx2+ x); I|m == I|m X2+ X -VX2-X);
Xa—oo( ) -0 x2log(l + X) ' x —+e v \ );

inx - 2
lim  (VTog?x + Togx + 1 - Vlog?x - Togx + 1); lim 2sinx - 2x + X2,

-0 X -tgx - 2x2 ’
) _ il U
XIlrr]roox[Vx2+2x—\7x2-2x]; XIlmmijg(— x3 + 1[3

. 1
- X - =x3
tgx + ctgx - 2 SINX= X = 3%

; li :
mn(1 v2sinx)(1-V2cosx) xb 2X2 + 2x + 1 - e2X

lim 1 + 2c0s3x - 3V Cos2X, im X2 + X[¥
X— 0 sin4x " x—te [X2 - 100

6) S dicase e derivabile nel punto x, = 0. lafunzione
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ex-1 20
f(x):ac’gT per x =14
per x =0

7) Si studino, il piu accuratamente possibile le seguenti funzioni:

f = 1-1 2; f :%TS 221 f :M’
(¥) =X (1 - logx) (x) = V(xZ- 3x + 2) (X) —

00 = 52— 10 =900~ ;109 = 5 fog ™) = (x- D el

) =x (L-e); f()=(2+1)eX-1 f(x)=vx e

f(x) =log [x2 - 1] -

) .1+ 2co0s3x - 3V Cos2x. _X
x2 -1 xILmo sin4x 109 =37 % X.

8) Per quali vaori di kO R & concavasu tutto R+ lafunzione
f(x) = logx + kx2?
9) Si scrivail polinomio approssimante P4(X) di ciascuna delle funzioni
f(x) = xcosx, conxg =15 f(X) = cos2x, conxp=0; f(X) = eXcosx, con xg = 0.
10) Si ricerchi I'ordine di infinitesimo, per X — 0 delle funzioni:

X2 1 - xX

x3-3x + 3arctgx; log(l + Xx) - x -5 W; f?fosx - cos%/x.

11) Due vetrai debbono trasportare unalastra di vetro attraverso un corridoio che e formato
da due tratti traloro perpendicolari e di larghezza a e b rispettivamente. Qual € la lunghezza
massimadi unalastrache s puo far passare attraverso il corridoio?

~12) Fratutti i coni circolari retti di dato volume si ricerchi quello che ha superficie laterale
minima.

13) - Supposto a> 0, si veda se esistono e quante sono le soluzioni dell'equazione aX = x2,

14) - Si calcoli log2 con 4 cifre decimali esatte.



